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Note sur les orps 2-rationnels
Jean-François Jaulent
Résumé. Nous déterminons le groupe de Galois de la pro-2-extension 2-ramiée maxi-
male d'un orps de nombres 2-rationnel.
Abstrat. We ompute the Galois group of the maximal 2-ramied pro-2-extension
of a 2-rational number eld.
Introdution
Les notions de orps ℓ-rationnel ou ℓ-régulier (pour un nombre premier ℓ)
introduites idépendamment par A. Movahhedi et T. Nguyen Quang Do dans [11℄
d'une part, par G. Gras et l'auteur dans [3℄ d'autre part, se trouvent oïnider
en présene des raines ℓ-ièmes de l'unité1 don, tout spéialement, pour ℓ = 2.
 La ℓ-régularité se dénit naturellement en termes de K-théorie et exprime
simplement la trivialité du ℓ-noyau régulier du orps F onsidéré (i.e. du
noyau dans la ℓ-partie du groupe universel K2(F ) des symboles de Hilbert
attahés aux plaes non omplexes qui ne divisent pas ℓ).
 La ℓ-rationalité s'exprime en termes galoisiens et traduit la pro-ℓ-liberté
du groupe de Galois GF = Gal(MF /F ) attahé à la pro-ℓ-extension (galoi-
sienne) ℓ-ramiée∞-déomposée maximaleMF de F (i.e. au ompositum
des ℓ-extensions de F qui sont non ramiées aux plaes nies2 étrangères
à ℓ et omplètement déomposée aux plaes à l'inni).
Plus préisément, d'après [6℄ (Th.1.2), la ℓ-rationalité d'un orps de nombres
K s'exprime omme suit :
Théorème & Dénition 0. Les onditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le groupe de Galois GK = Gal(MK/K) de la pro-ℓ-extension ℓ-ramiée
∞-déomposée maximale MK de K est un pro-ℓ-groupe libre (sur dK =
1 + cK générateurs, si cK désigne le nombre de plaes omplexes de K).
(ii) Le groupe de Galois GabK = Gal(M
ab
K /K) de la sous-extension abélienne
maximale MabK /K de MK/K est un Zℓ-module libre de dimension 1+ cK.
(iii) Le orps K vérie la onjeture de Leopoldt (pour le premier ℓ) et le
sous-module de torsion TK du groupe G
ab
K = Gal(M
ab
K /K) est trivial.
(iv) Le groupe VK = {x ∈ K
×| x ∈ K×ℓl ∀l | ℓ & vp(x) ≡ 0 mod ℓ ∀p ∤ ℓ∞}
des éléments ℓ-hyperprimaires du orps K se réduit à K×ℓ, et l'on a l'iden-
tité entre les ℓ-rangs des ℓ-groupes de raines de l'unité :
rgℓ µK =
∑
l|ℓ rgℓ µKl .
1
En fait dès que le orps F onsidéré ontient le sous-orps réel Q[ζℓ + ζ¯ℓ] du orps Q[ζℓ].
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En aord ave les onventions de la Théorie ℓ-adique du Corps de Classes (f. [2, 5℄),
nous ne parlons jamais de ramiation à l'inni, mais de omplexiation des plaes réelles.
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(v) Le orps K vérie l'une des deux onditions suivantes :
(a) ou bien K ontient une raine primitive ℓ-ième de l'unité ζ, auquel as
K possède une unique plae l au dessus de ℓ, et le ℓ-groupe des ℓ-lasses
d'idéaux au sens restreint Cℓ′K est trivial ;
(b) ou bien K ne ontient pas ζ, auquel as les plaes de K au-dessus
de ℓ ne se déomposent pas omplètement dans l'extension ylotomique
K[ζ]/K et la ω-omposante du ℓ-groupe des ℓ-lasses d'idéaux au sens
restreint Cℓ′K[ζ] du orps K[ζ] est triviale, si ω désigne le aratère y-
lotomique (i.e. le aratère de l'ation sur µK de Gal(K[ζ]/K)).
Lorsque es onditions sont réunies, le orps K est dit ℓ-rationnel.
Remarque. Pour ℓ = 2, il résulte lairement de la ondition (v,a) i-dessus qu'un
orps 2-rationnel ne peut ontenir qu'une seule plae au-dessus de 2.
De fait les prémies de la notion de ℓ-régularité remontent aux travaux de
G. Gras notamment à sa note sur le K2 des orps de nombres [1℄, tandis que la
notion de ℓ-rationalité apparait (sous une forme ahée) dans les travaux de H.
Miki [10℄, à l'oasion de l'étude d'une ondition susante de la onjeture de
Leopoldt, ainsi que dans eux de K. Wingberg [14, 15℄, où est étudiée la même
ondition.
Les artiles [3, 11℄ ités plus haut en aratérisent omplètement la propaga-
tion (dans une ℓ-extension) en termes de primitivité de la ramiation, e que
les approhes antérieures ne donnaient pas. Une synthèse de leurs résultats est
présentée dans [6℄ et un exposé systématique en est donné dans le livre de G.
Gras [2℄.
Diverses généralisations de es notions ont été étudiées par O. Sauzet et l'au-
teur (f. [7, 8℄), notamment dans le as ℓ = 2 qui se révèle, omme à l'ordinaire,
le plus ompliqué ; elles donnent naissane, en partiulier, à la notion de orps
2-birationnel.
Tout réemment, J. Jossey [9℄ a jugé bon d'introduire une notion de orps
ℓ-rationnel qui dière de elles déjà utilisée (en fait pour ℓ = 2, dès lors que
le orps de nombres onsidéré posssède des plongements réels), e qui parait
doublement malheureux, ar s'éartant de l'usage établi et ne s'appliquant pas
au orps des rationnels Q.
Pour es raisons, an de prévenir toute onfusion, il nous semble plus judi-
ieux de parler dans son ontexte de orps 2-surrationnel. Préisons e point :
Dénition 1. Soient K un orps de nombres ayant rK plaes réelles et cK
plaes omplexes, ℓ un nombre premier, M ′K la pro-ℓ-extension maximale de K
qui est 2-ramiée (i.e. non ramiée aux plaes (nies) étrangères à ℓ) et MK la
sous-extension maximale de M ′K qui est omplètement déomposée aux plaes à
l'inni. Nous disons que le orps K est :
(i) ℓ-surrationnel, lorsque le groupe G′K = Gal(M
′
K/K) est pro-ℓ-libre ;
(ii) ℓ-rationnel, lorsque son quotient GK = Gal(MK/K) est pro-ℓ-libre.
On voit alors que les deux notions oïnident, sauf préisément dans le as où
ℓ vaut 2 et où le orpsK possède une ou plusieurs plaes réelles se omplexiant
dans M ′K : ainsi tout orps ℓ-surrationnel est-il évidemment ℓ-rationnel, mais la
réiproque n'est pas vraie en présene de omplexiation.
Le but de ette note est de déterminer la struture du groupe G′K dans le as
exeptionnel où le orps onsidéré K est 2-rationnel mais non 2-surrationnel.
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Théorème prinipal : desription du groupe G ′K
Notre résultat est extrèmement simple, qui s'énone omme suit :
Théorème 2. Soit K un orps de nombres 2-rationnel possédant rK ≥ 1 plaes
réelles et cK plaes omplexes. Le groupe de Galois G
′
K = Gal(M
′
K/K) de la
pro-2-extension 2-ramiée maximale M ′K de K est alors le pro-2-produit libre
G′K ≃ Z
⊛(1+cK)
2 ⊛ C
⊛(rK)
2
de 1+ cK exemplaires du groupe proylique Z2 et de rK exemplaires du groupe
ylique C2 ≃ Z/2Z.
Corollaire 3. Les orps de nombres 2-rationnels qui sont 2-surrationnels sont
eux totalement imaginaires.
Preuve du Théorème. Si le orps 2-rationnel K onsidéré n'admet pas de plon-
gement réel, i.e. dans le as rK = 0, il est alors 2-surrationnel ; et le groupe
G′K = GK est alors pro-2-libre sur dK = cK + 1 générateurs, omme annoné.
Sinon, i.e. dans le as rK > 0, introduisons l'extension quadratique L = K[i]
engendrée par les raines 4
es
de l'unité. Elle est évidemment 2-ramiée sur K
don, en vertu des théorèmes de propagation de [3, 11℄ (f. e.g. [6℄, Th. 3.5),
2-rationnelle ; et nalement 2-surrationnelle, puisque totalement imaginaire. En
d'autres termes, le groupe de Galois GL = G
′
L de la pro-2-extension 2-ramiée
maximale ML de L est pro-2-libre :
GL ≃ Z
⊛ dL
2 , avec dL = cL + 1 = rK + 2cK + 1.
Cela étant, omme l'extension quadratique L/K est 2-ramiée,ML est aussi
la plus grande pro-2-extensionM ′K deK qui est 2-ramiée et le groupe de Galois
G′K est ainsi potentiellement libre, puisqu'il ontient un sous-groupe ouvert qui
est pro-2-libre, à savoir GL, lequel est d'indie 2 dans G
′
K .
Plus préisément, les résultats de struture de W. Herfort et P. Zalesskii
(f. [4℄, Th. 0.2) assurent qu'il existe alors une famille nie (Fi)i=0,··· ,k de pro-
2-groupes libres sur respetivement d0, · · · , dk générateurs, où k dénombre les
lasses de onjugaisons de sous-groupes d'ordre 2 de G′K , tels qu'on ait :
G′K ≃ F0⊛
(
k
⊛
i=1
(C2 ×Fi)
)
.
En partiulier, l'abélianisé G
′ab
K de G
′
K admet alors la déomposition direte :
G
′ab
K ≃ Z
d0
2 ⊕
(
⊕ki=1(C2 ⊕ Z
di
2 )
)
≃ Z
P
di
2 ⊕ C
k
2 .
Et, puisque le orps 2-rationnelK vérie la onjeture de Leopoldt, il vient :∑k
i=0 di = dK = cK + 1 ; ainsi que l'isomorphisme : T
′
K ≃ C
k
2 .
où T ′K désigne le sous-groupe de Z2-torsion du groupe G
′ab
K .
Maintenant, il résulte lairement de la pro-2-déomposition de G′K que les
nombres minimaux de générateurs d(G′K) et de relations r(G
′
K) qui le dénissent
omme pro-2-groupe sont respetivement :
d(G′K) = k +
∑k
i=0 di = k + cK + 1 et r(G
′
K) =
∑k
i=1(1 + di) = d(G
′
K)− d0.
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Or les formules de afarevi£ (f. [13℄, [2℄,  III.4, ou enore [12℄, Th. 8.7.3) :
d(G′K) = dimFℓ(H
1(G′K ,Fℓ))
= cK + 1 + dimFℓ VK/K
×ℓ + (
∑
l|ℓ
rgℓ µKl − rgℓ µK) ; et
r(G′K) = dimFℓ(H
2(G′K ,Fℓ)) = dimFℓ VK/K
×ℓ + (
∑
l|ℓ
rgℓ µKl − rgℓ µK).
donnent ii, d'après la ondition (v, a), pour ℓ = 2 et K supposé 2-rationnel :
d(G′K) = dimF2
2G
′ab
K = rK + cK + 1 et r(G
′
K) = dimF2
2T ′K = rK ;
d'où nalement : k = rK et d0 = 1 + cK ; e qui onduit au résultat attendu.
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